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1. TEOREMA DE HEINE-BOREL

En el afio 1895, Emile Borel encontré una propiedad de los intervalos cerrados y acotados
en R, la cual generé un concepto muy importante en el Andlisis Matematico, el de conjunto
compacto.

Borel estaba atacando un problema de continuacién analitica de una funcién de variable
compleja y, como parte de su razonamiento, demostré un resultado, el cual, simplificado
para el caso de un intervalo [a, b] de nimeros reales, se puede enunciar como sigue:

Si I, 15,... es una familia infinita numerable de intervalos abiertos tales que la suma de
sus longitudes es menor que la longitud del intervalo [a, b], entonces la unién de todos los
intervalos I,, no cubre al intervalo [a, b].

Para probar lo anterior, Borel demostré que si la unién de los intervalos [, cubriera al
intervalo [a, b], entonces existirfa un subcoleccién finita I, I,, ..., I,,,, de esos intervalos,
cuya unién cubriria a [a, b] y entonces se tendria:

Yooy UIn) > >0 1(1,) > b —a.

La existencia de una coleccién finita de intervalos que cubren a [a, b, partiendo de que la
unién de la coleccion infinita lo cubre, lo demostré Borel de la siguiente manera:

Sea:
A ={z € [a,b] : [a,z] es cubierto por una coleccién finita de intervalos I}

El conjunto A es distinto del vacio ya que a € A. Ademads, estd acotado por b. Por lo tanto,
A tiene un supremo que llamaremos s.

Como a € A y b es cota superior de A se tiene a < s < b.

Como s € [a, b], hay un intervalo I, = (ay, bx) al cual pertenece s. Siendo s el supremo de A,
existe z € A tal que x € (ay, s|. Como = € A, hay una coleccién finita de intervalos I,, cuya
unién cubre al intervalo [a, z]. Entonces agregédndole a esa familia el intervalo I;, obtenemos
una coleccién finita de intervalos I, cuya unién cubre al intervalo [a, s|; asi que s € A.

Sea I, In,,...,I,, una coleccién finita de intervalos I,, cuya unién cubre el intervalo [a, s]
ysea I, = (anj, bnj) uno de esos intervalos al cual pertenece s. Si se tuviera s < b, entonces
el intervalo [s, ¢) = [s,b,,) N [s,b) serfa distinto del vacfo. Tomando cualquier y € (s,¢) se
tendria s < y < by, asf que la unién de los intervalos I, In,,. .., I,, también cubrirfa al
intervalo [a,y]. Como (s,c) C [a,b], se tendria y € [a,b] y, por lo tanto, y € A, lo cual no es
posible ya que s < y y s es el supremo de A. Por lo tanto, se tiene s = b. Asi que la unién
de los intervalos I,,, I,,, ..., I, cubre al intervalo [a, b].

Anos més tarde, se encontraria un resultado més general, al cual ahora se le conoce como
teorema de Heine-Borel. Su demostracion se encuentra un poco més adelante en esta seccion.
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Definicién 1. Diremos que un subconjunto A de R™ estd acotado si existe una bola abierta
tal que A estd contenido en ella.

Definicién 2. Llamaremos celda de R™ a un conjunto de la forma Iy X Is X --- X I,,, donde
I = [a1, ], Iy = [ag,bs], -+ , I, = [an, by] son intervalos cerrados y acotados de niimeros
reales tales que, para cualquier j € {1,2,...,n}, a; < b; .

Definicién 3. Si (Cy,),,cy €5 una sucesion de celdas de R, diremos que éstas estdn anidadas
st Cyy1 C Cy para cualquier k € N.

Proposicién 1. Sea (Cr,),, oy una sucesion de celdas anidadas de R", entonces N_Cy, # 0.

Demostracién
Sea, ]fm) xlém) - -x I\™ la celda C,,; entonces, para cada j € {1,2,...,n}, los intervalos ]](1),
1 ](2), 1 ;3), ... forman una sucesién anidada de intervalos cerrados y acotados; por lo tanto,

existe un nimero real x; en la interseccién de todos ellos. Evidentemente, para cualquier
m € N, el vector (z1, s, ...,x,) perternece a la celda C,,.

Proposicién 2 (Teorema de Heine-Borel). Si K es un subconjunto de R™, cerrado y acotado,
entonces, para cualquier familia infinita {G, : v € I'} de subconjuntos abiertos de R tales

que K C U’yEI‘ G, existe un subconjunto U de T', finito, tal que K C |,y Gu-
Demostracion
Sea {G, :v €'} una familia de subconjuntos abiertos de R" tales que K C U, G, ¥y

denotemos por U a la familia de todos los subconjuntos finitos I'.

Supongamos que no existe algtin conjunto U € U tal que K C oy Gu-

Como K es acotado, existe una celda I fl) X 1. 2(1) XX [7(11) que lo contiene, a la cual llamaremos
(1. Podemos tomarla de tal forma que los intervalos I, I, ..., I, tengan la misma longitud,
la cual denotaremos por L.

Vamos a construir, inductivamente, una sucesiéon (Cp,),,. (23..) de celdas tales que, para
cualquier m € {2,3,...}:

i) Cp C Chyy.
ii) K NCy, # 0y no existe algin conjunto U € U tal que K N Cy, C U, cpy Gu-
iii) Si Gy, = 1™ x I{™ x -+ x I{™, entonces, para cualquier j € {1,2,...,n}, 1 <[J(m)) =

Definiendo Cy = C, Cy cumple con las condiciones i ii y iii.
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Tomemos ahora k € {2,3,...} y supongamos que tenemos definida una celda Cy, = [agk), bg )} X

[agk), bg )} X oo X [a,(lk), bgﬂ satisfaciendo las propiedades i ii y iii.

(k)

Para cada j € {1,2,...,n}, denotemos por c;" al punto medio del intervalo [a b(k)]. De

esta forma, en cada coordenada j tenemos los intervalos [ag»k), c§- )] y [cﬁk), bg )

cada coordenada uno de esos dos intervalos y considerando el producto cartesiano de ellos,
formamos una celda. El total de celdas que podemos formar de esa manera es igual a 2" y
si C'=1; x Iy x -+ x I, es cualquiera de esas celdas, se tiene C' C C} y, para cualquier
j€{1,2,...,n}, se tiene:

k) o (k
(1) = 3 ([ag )’bg' )D = sseml = sanL

Sabemos que no existe algin conjunto U € U tal que K N Cy, C U,y Gu, ast que, por lo
menos para una de las 2" celdas que formamos, llamémosla C, se tiene que no existe algin
conjunto U € U tal que K NC C |,y Gu, porque si para cualquiera de las 2" celdas se
tuviera la propiedad contraria, existirfa un conjunto U € U tal que K NCy C |J,,cpy Gu- Para
esa celda C' se tiene K N C # ) ya que de otra forma se tendria K N C' C G, para cualquier
~v € I', lo cual contradice la propiedad con la que elegimos a C'.

} . Tomando en

Definamos entonces C}1; como una cualquiera de esas celdas C, entre las 2" celdas que

formamos, con la propiedad de que no existe algiin conjunto U € U tal que KNC C |J,,cpy Gu

La celda (1 asi definida satisface entonces las propiedades i, ii y iii.

Asi que, por el principio de induccién matemética, para cada m € {2,3, ...}, queda definida
cada una de las celdas C,, satisfaciendo las propiedades i, ii y iii.

(m)

Denotemos por L™ a la longitud comun, igual a =—— L, de cada uno de los intervalos I

que componen la celda C,,.

2(m 2)

Por la propiedad i, las celdas de la sucesion (Cy,),,cn que hemos construido estdn anidadas,
asf que N_,C,, # (. Esta interseccién es un conjunto formado por un tnico punto, ya que

six = (v1,29,...,2,) Y Y = (Y1,¥2,-..,Yn) Dertenecen a esa interseccion, entonces, para
cada j € {1,2,...,n} y cualquier m € {2,3,...}, z; y y; pertenecen al intervalo ](m) cuya
longitud es igual a L(™); asf que |y; — z;| < L™ = --L- L para cualquier m € {2, 3 .}y,

entonces, r; = y;.

2('m 2)

Sea z = (21, 22, ..., 2,) €l Unico punto en la interseccién N_, C,.
Para cada m € {2,3,...}, tomemos un elemento 2™ = <z§ ™) zém), . ,zﬁm)) e KNG,
entonces tanto z como z(™ pertenecen a la celda C,,, asi que, para cualquier j € {1,2,...,n},

se tiene:



(m) _ %l < I,m)

“j

Por lo tanto:

2 2 2
d (2™, 2) = \/<z§m) — 21> + (zém) — 22) +- 4 (ng) — zn>
< L™M\/n = 5 Lyn

Asi que la sucesion (z(m))

me{2,3,..} converge a <.

Ademis, 2™ € K para cualquier m € {2,3,...}, asi que, como K es cerrado, z = lim,, .
(m)
2™ e K.

Por hipétesis, K C U'yGF G, asf que, teniendo 2z € K, existe algin conjunto G, tal que
z € G.,. Siendo G, un conjunto abierto, existe una bola abierta, B, (z), con centro z y un
radio positivo r tal que B, (2) C G,,.

Por otra parte, como z es el centro de la bola B, (z), tomando h = 2\’"/5, lacelda [z1 — h, 21 + h|X
(29 — h, 2o + h]X- X[z, — h, 2, + h] estd contenida en B, (z). En efecto, siz = (z1,x2,...,2,) €

(21 — h,z1 + h] X [20 — h, 290 + h] X - - - X [z, — h, 2, + h], entonces, para cada j € {1,2,...,n},
se tiene |z; — z;| < h, asi que:

d(z,z) = \/(xl —2) 4 (12— )"+ (20— 2)" Shyn =3
Tomemos my € {2,3,...} tal que Lmo) — ﬁL < h, entonces, como z € C,,, =
[agm),bgm)} X [agm),bgm)] X e X [aq(lm),b%m)], siy = (y1,y2,-..,Yn) €8 cualquier elemento

de C,,, se tiene, para cualquier j € {1,2,...,n}:
ly; — 2| < L)

Asi que:

A5:2) =l =2+ (= 2 o (g ) S L9 < b=

Por lo tanto, la celda C,,, estd contenida en la bola B, (z), la cual a su vez estd contenida
en G, . En particular, se tiene K N Cy,, C G, .

Hemos llegado a una contradiccién ya que construimos la sucesién (Ciy, ), 23,1 de tal forma
que, para cualquier m € {2,3,...}, no existe algin conjunto U € U tal que K N C,, C

UuEU G“

Por lo tanto, la hipétesis de la que partimos, a saber, que no existe algiin conjunto U € U

tal que K C J,cp Gu, es falsa.



Asi que existe algtin conjunto U € U tal que K C |J,.; Gy, lo cual prueba el resultado.

uelU

Si un conjunto K no es cerrado y acotado entonces no tiene la propiedad que se enuncia en
el teorema de Heine-Borel; en otras palabras existe una cubierta de K de la cual no se puede
extraer una subcubierta finita. Por ejemplo:

1. Si, en R, tomamos K como el intervalo abierto y acotado (a,b), con a < b, la familia de
intervalos abiertos {((z, b— I”T‘l) :n€42,3,.. }} forman una cubierta de K, de la cual no
se puede extraer una subcubierta finita.

2. Si, en R, tomamos K como el intervalo no acotado [a, 00), la familia de intervalos abiertos
{(a,a +n) : n € N} forman una cubierta de K, de la cual no se puede extraer una subcubierta
finita.

Proposicion 3. Sea K un subconjunto de R™ con la propiedad de que, para cualquier familia
{G, 1y €'} de subconjuntos abiertos de R" tales que K C \J, o G, existe un subconjunto
U deT, finito, tal que K C |, ;s G., entonces K es cerrado y acotado.

uceU

Demostracion

Tomemos un elemento cualquiera z € R"™. La familia de bolas abiertas {B,, (z) : m € N}
forman una cubierta de K, asi que existe un subconjunto finito U de nimeros naturales
tales que K C |J,,cpy Bm (2). Si mg = méax U, entonces J,,.; Bm (2) = B, (2), ast que
K C By, (2) y, por lo tanto, esta acotado.

Para demostar que K es cerrado, tomemos un elemento cualquiera y € Ky para cada
m € N, denotemos por G,, al complemento de la bola cerrada B1 (y), de centro y y radio

%. Se tiene entonces:

Unest G = Unnen B @) = (N B2 1) = () =R" = {9}

m m

Asi que, como y ¢ K, entonces K C |J,,cpy Gm-

Como los conjuntos G,, son abiertos, existe un subconjunto finito U de niimeros naturales
tales que K C |J,,cp Gm- Si mo = max U, entonces | J,,.; G = Gimg, asi que K C Gy, Por
lo tanto, B (y) C B (y) = G, C K°.

mQ mo

Asi que, dado y € K¢, existe una bola abierta de centro y, contenida en K¢; es decir, todos
los puntos de K¢ son interiores a K¢, asi que K¢ es cerrado y, por lo tanto, K es cerrado.

La propiedad enunciada en el teorema de Heine Borel no es la tinica que tienen los subcon-
juntos cerrados y acotados de R", que no las tiene otro tipo de conjuntos.
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Proposicion 4. Si K es un subconjunto de R™, cerrado y acotado, entonces, para cualquier
sucesion (v;),.y de elementos de K, eviste una subsucesion que converge a algin elemento
reK.

Demostracién
La demostraciéon que haremos es similar a la del teorema de Heine Borel.

Sea (x;),cy Una sucesién cualquiera de elementos de K,

Como K es acotado, existe una celda [ fl) x 1. 2(1) - x IV que lo contiene, a la cual llamaremos
(. Podemos tomarla de tal forma que los intervalos Iy, I, .. ., I, tengan la misma longitud,
la cual denotaremos por L.

Vamos a construir, inductivamente, una sucesién (Cp,),,. (23..) de celdas tales que, para
cualquier m € {2,3,...}:

i) Cp, C Chyy.
ii) Cp, contiene una infinidad de elementos de la sucesion (x;),.y-

iii) Si Gy = 1™ x I{™ x -+ x I{™, entonces, para cualquier j € {1,2,...,n}, 1 ([J(m)) =
1
L

2(m72) .

Definiendo Cy = C, Cy cumple con las condiciones i ii y iii.

Tomemos ahora k € {2,3,...} y supongamos que tenemos definida una celda C, = [agk), bgk)} X

[aék), bgk)} X oo X [a%k), b } satisfaciendo las propiedades i ii y iii.

Para cada j € {1,2,...,n}, denotemos por cg.k) al punto medio del intervalo [agk), bg-k)]. De
esta forma, en cada coordenada j tenemos los intervalos [aﬁ-k), cﬁk)] y [cgk), b;k)} . Tomando en

cada coordenada uno de esos dos intervalos y considerando el producto cartesiano de ellos,
formamos una celda. El total de celdas que podemos formar de esa manera es igual a 2" y
siC =1 x Iy x---x I, es cualquiera de esas celdas, se tiene C' C C}, y, para cualquier
j€{1,2,...,n}, se tiene:

k k
(1) = 3 ([ag‘ )=b§‘ )D =5y al =l

Sabemos que C} contiene una infinidad de elementos de la sucesién (z;),.y, asf que, por lo
menos una de las 2" celdas que formamos, llamémosla C, contiene una infinidad de elementos
de la sucesién (x;),.y, porque si para cualquiera de las 2" celdas se tuviera la propiedad
contraria, Cj contendria unicamente un nimero finito de elementos de la sucesién (z;)

IS\



7

Definamos entonces C}1; como una cualquiera de esas celdas C, entre las 2" celdas que
formamos, con la propiedad de que contiene una infinidad de elementos de la sucesién (;),.y-

La celda (.1 asi definida satisface entonces las propiedades i, ii y iii.

Asi que, por el principio de induccién matemética, para cada m € {2,3, ...}, queda definida
cada una de las celdas C,, satisfaciendo las propiedades i, ii y iii.

Para cada m € {2,3, ...}, denotemos por L™ a la longitud comiin, igual a 2(,,%2)11, de cada
uno de los intervalos [ ](m) que componen la celda C,,.

Por la propiedad i, las celdas de la sucesion (Cy,),,cn que hemos construido estdn anidadas,
asf que N>°_,C,, # (. Esta interseccién es un conjunto formado por un tnico punto, ya que

six = (x1,29,...,2,) Yy Yy = (Y1,Y2,--.,Yn) Pertenecen a esa interseccién, entonces, para
cada j € {1,2,...,n} y cualquier m € {2,3,...}, z; y y; pertenecen al intervalo ]}m) cuya
longitud es igual a L(™); asf que |y; — z;| < L™ = ﬁL para cualquier m € {2,3,...} vy,
entonces, r; = y;.

Sea z = (21, 22, ..., 2,) €l Uinico punto en la interseccién N_, C,.

Tomemos cualquier elemento de la sucesién (x,,),, oy, digamos x;, = (azgil), xgl), Ll 1)).

Como, para cada m € {2,3,...}, C,, contiene una infinidad de elementos de la sucesién
(7);en» Podemos elegir, para cada m € {2,3,...}, un elemento z;, = (xﬁi’”), xgm), o ,xﬁf’“)

de la sucesién (z;) ;en de tal forma que x;, € Cy, ¥ 4 > im—1. De esta forma, la sucesién

(%4,, ) men €8 una subsucesion de (z;);y-

Para cadam € {2,3, ...}, tanto z como x;,, pertenecen a la celda C,,, asi que, para cualquier
je{1,2,...,n}, se tiene:

}xym) — zj‘ < Lim

Por lo tanto:

d(z; ,2)= \/(9:5“”) _ 2’1>2 N <$g’m) B 22>2 o (:ngm) } zn>2
< L0My/n = 5 Lyn

Asi que la sucesién (z;,),,cy converge a z.

Ademsds, x;,, € K para cualquier m € N, asf que, como K es cerrado, z = lim,, .o, x;, € K.

Por lo tanto, hemos encontrado una subsucesién de (z;),.y la cual converge a algtin elemento
de K, lo cual prueba el resultado.
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Proposicién 5. Sea K un subconjunto de R™ con la propiedad de que, para cualquier suce-
si0n (1;),cy de elementos de K, existe una subsucesion que converge a algin elemento v € K,
entonces K es cerrado y acotado.

Demostraciéon

Si K no fuera acotado, dada cualquier bola abierta B, (x), de centro x € R" y radio r €
(0, 00), existiria algun elemento de K que no perteneceria a esa bola.

Suponiendo entonces que K no es acotado, definamos, inductivamente, una sucesién (z;)
de elementos de K y una sucesién (7;),.y de nimeros reales positivos tales que :

€N

1) T, = d (ZL’i_l,G) +1
donde tomamos zy = 0.

Definamos r; = 1 y x; como cualquiera de los elementos de K que no pertenecen a la bola
B,, (O) Obviamente, x; y 7 satisfacen las propiedades i y ii.

Tomemos ahora £ € N y supongamos que tenemos definidos z;, y r; satisfaciendo las
propiedades i y ii.

Definamos r,.; = d (mk,ﬁ) + 1y xxy1 como cualquiera de los elementos de K que no
pertenecen a la bola B,, (6) Obviamente, xyy1 y 711 satisfacen las propiedades i y ii.

Asi que, por el principio de induccién matemdtica, quedan definidas las sucesiones (z;),cy ¥
(73);ey satisfaciendo las propiedades i y ii.

Para cualquier j € N, se tiene:
d (ZL‘]‘+1,6) Z Ti+1 = d (xj,ﬁ) + 1

Asi que, si z; y ;4 son dos elementos cualesquiera de la sucesién (x;)
nimeros naturales, se tiene:

eny donde j y k son

d (2j1x,0) > d (2j36-1,0) +1 > d (2j44-2,0) +2>--- > d (2;,0) + k
Ademsés:

d (241, 0) < d(xjsn, x;) + d (2;,0)

Asf que:

d(zjip,2;) > d ()41, 0) —d (z;,0) > d (2;,0) + k —d (z;,0) = k
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Por lo tanto, la distancia entre dos elementos cualesquiera de la sucesion (;),. es mayor o
igual a 1, asi que no existe alguna subsucesién convergente de esa sucesion.

Por otra parte, si K no tiene puntos de acumulacién, entonces es cerrado.

Si el conjunto de puntos de acumulacién de K es no vacio, sea = cualquiera de esos pun-
tos, entonces existe una sucesion (z;);.y de elementos de K que converge a x; por lo tanto
cualquier subsucesién de (z;),. converge también a x. Pero, por la hipétesis de la proposi-
cién, existe una subsucesion de (;),.y que converge a algin elemento que pertenece a K;
por lo tanto x € K. Asi que, también en este caso, K es un conjunto cerrado.

Los resultados de esta seccion muestran que los subconjuntos de R™ que son cerrados y
acotados tienen propiedades interesantes que no las tienen los conjuntos que no lo son.

En el caso de cualquier espacio métrico, no siempre los conjuntos cerrados y acotados tienen
las propiedades que demostramos antes en el caso de R". Por ejemplo consideremos el con-
junto F = {f :[c,d] — R : f es acotada}, donde ¢ y d son dos nimeros reales tales que
c < d; si f € F, definamos ||f||, = sup{|f ()] : 2z €[a,b]} y si f,g € F, definamos
ds (f,9) = |lg — fll,- Sabemos que (F,d;) es un espacio métrico (completo).

Sea (z,)neny una sucesién de puntos distintos en [c, d] y, para cada n € N, definamos f,, :
[c,d] — R de la siguiente manera:

fn(IE)Z{ 1 six=x,

0 en otro caso

Se tiene || f,||, = 1 para cualquier n € Ny d; (f,, fin) = 1 para cualquier pareja de nimeros
naturales, m y n, tales que n # m.

Evidentemente, el conjunto K = {f1, f2,...} es acotado.

Ademids, K no tiene puntos de acumulacién. En efecto, ninguna de las funciones f,, puede
ser punto de acumulaciéon de K, ya que, dada cualquiera de ellas, la bola con centro en esa
funcién y radio % no contiene alguna otra funcién en K. Ahora, si una funcién f en F, que
no pertenece a K, fuera punto de acumulacién de K, entonces existirfan dos funciones f,, y
fn, en K tales que:

0 <ds(fur, f) <7

0< ds (an,f) < ds (fnp f)
Por la ultima desigualdad, se tendria f,, # fu,, asi que ds (fn,, fn,) = 1.

Por otra parte, se tendria:

ds (fn17fn2) S dS (fnuf) +d$ (f’ fn2) < 2d$ (f?’ll?f) < %
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llegando asi a una contradiccion.
Siendo vacio el conjunto de puntos de acumulacién de K, podemos concluir que K es cerrado.

Tenemos entonces que el conjunto K es cerrado y acotado.

Ahora bien, consideremos, para cada n € N, la bola abierta de radio }l y centro f,. La
unién de esas bolas contiene a K, pero la unién de cualquier coleccion finita de esas bolas

uinicamente contiene un nimero finito de elementos de K, a saber, los centros de ellas.

Por otra parte, como el conjunto de puntos de acumulacién de K es vacio, no existe alguna
subsucesion convergente de la sucesién (fy), oy, ya que si existiera alguna, su limite serfa
punto de acumulacién de K.

Vemos entonces, con este ejemplo, que las propiedades que tienen los conjuntos cerrados y
acotados en R"” no necesariamente las tienen los conjuntos cerrados y acotados de cualquier
espacio métrico. Veremos en la siguiente seccién que, en cualquier espacio métrico, son los
conjuntos que denominaremos compactos los que tienen las propiedades interesantes que
demostramos antes para los subconjuntos cerrados y acotados de R™. Con la definicién de
conjunto compacto que daremos, el teorema de Heine Borel puede formularse diciendo que,
en R", un conjunto es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

2. CONJUNTOS COMPACTOS, NUMERABLEMENTE COMPACTOS Y SECUENCIALMENTE
COMPACTOS

En toda esta seccién y la siguiente, (X, d) es un espacio métrico dado.

Definicién 4. Diremos que K C X es compacto si para cualquier familia infinita {G., : v € T'}
de subconjuntos abiertos de X tales que K C |J. . G, existe un conjunto finito T C I' tal
que K C U, er G-

Definicién 5. Diremos que K C X es numerablemente compacto si para cualquier familia
{G, : n € N} de subconjuntos abiertos de X tales que K C |J _nGn, existe un conjunto
finito T C N tal que K C |J,cr Gn.

Definicién 6. Diremos que K C X es secuencialmente compacto si para toda sucesion
(25),,en de elementos de K existe una subsucesion que converge a algin elemento de K.

vel

neN

Definicién 7. Diremos que una familia de subconjuntos de X, {F, : v € '}, tiene la propiedad
de la interseccion finita si dado cualquier subconjunto finito T' C I', se tiene ﬂveT F, #0.

Definicién 8. Diremos que A C X es acotado si existe una bola abierta que lo contiene.

Definicién 9. Diremos que A C X es totalmente acotado si para cualquier ¢ > 0, existe un
conjunto finito de bolas cerradas de radio € cuya union cubre A.

Obviamente, todo conjunto totalmente acotado es acotado, sin embargo, el inverso no siempre
es verdadero. Por ejemplo, consideremos nuevamente el conjunto F = {f : [¢,d] — R : f es acotada},
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donde ¢ y d son dos niimeros reales tales que ¢ < d; y tomemos en F la norma de la conver-
gencia uniforme |||,.

Consideremos el subconjunto de F formado por las funciones f,, (n € N) tales que el conjunto
K ={f1, f2,...} es cerrado y acotado pero no compacto.

El conjunto K no es totalmente acotado; en efecto, como || f,||, = 1 para cualquier n € Ny
ds (fn, fm) = 1 para cualquier pareja de nimeros naturales, m y n, tales que n # m, entonces
para € = %, cualquier bola cerrada de radio £ contiene a lo més un elemento de K, ya que si
f v g pertenecen a esa bola y h es su centro, entonces:

d(f.g) <d(f,h)+d(h,g) <3

Por lo tanto, no existe un conjunto finito de bolas cerradas de radio ¢ = }1 cuya unién cubra
K.

En R™, si un subconjunto A es acotado, entonces es totalmente acotado. En efecto, siendo A
acotado existe una bola abierta B que lo contiene; por lo tanto, la bola cerrada B también lo
contiene. Ahora bien, siendo la bola cerrada un conjunto compacto, es totalmente acotado;
de manera que entonces A también es totalmente acotado.

La demostracién de la proposicién 3 no utiliza propiedades particulares de R™ y se aplica
tanto a los conjuntos compactos como a los numerablemente compactos; asi que se tienen
los siguientes resultados:

Proposicién 6. Si K C X es un conjunto compacto, entonces es cerrado y acotado.

Proposicion 7. St K C X es un conjunto numerablemente compacto, entonces es cerrado
y acotado.

De la misma manera, La demostracién de la proposicién 5 no utiliza propiedades particulares
de R"™, asi que se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 8. Si K C X es un conjunto secuencialmente compacto, entonces es cerrado
y acotado.

Proposicién 9. Sea {K,}, .y una familia de subconjuntos numerablemente compactos con
la propiedad de la interseccion finita, entonces [\, K, # 0.

Demostraciéon

Supongamos (|~ K, = 0, entonces | J~ | K¢ = X. Asi que K,,, C |7, K¢ para cualquier
nog € N. Sea ny € N arbitraria, entonces, como K,, es compacto, existen ny...,n, € N
tales que K,, C U, K¢ . Entonces |y K., = Koo N (Ujey K5,)° = 0, 1o cual es una
contradiccién.

Proposiciéon 10. Sea {KW}%F una familia de subconjuntos compactos con la propiedad de
la interseccion finita, entonces (\,cp K # 0.
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Demostracion
Supongamos myer K., = (), entonces U'yel“ KS = X. Ast que K, C U7GF K para cualquier
7 € I'. Sea v, € I' arbitraria, entonces, como K, es compacto, existen v;...,7v, € T
&

tales que K, C UJp_, K5 . Entonces (;_, K., = K, N (UZ=1 K§k> = (), lo cual es una
contradiccién.

]
Proposicion 11. Sea K C X cerrado. Supongamos que cualquier familia de subconjuntos

cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita tiene una interseccion no vacia.
Entonces K es compacto.

Demostracion

Sea {G} . una familia de subconjuntos abiertos tales que K C |J,cp G y S la familia de

los subconjuntos finitos de T'.

vyel

Para cada T' € S, definamos Er = J, o G,

Si KN ES # 0 para cualquier 7' € S, entonces la familia de conjuntos cerrados {K N E$} S,
Cc
tiene la propiedad de la interseccién finita. Por lo tanto, KN (U Ser G,y) =,er (KN EF) #

(), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, K N E = () para algun 7' € S, asi que K C |J. ., G, para algin T € S.

yeT
Asi que K es compacto.

Proposiciéon 12. Sea K C X cerrado. Supongamos que cualquier familia numerable de
subconjuntos cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita tiene una interseccion
no vacta. Entonces K es numerablemente compacto.

Demostraciéon

Sea {Gp},cy una familia de subconjuntos abiertos tales que K C J,~; G, y, para cada
n € N, definamos E,, = |J;_, Gk.

n

tiene la propiedad de la interseccién finita. Por lo tanto, KN ()~ , G,) =, (K N ES) #
(), lo cual es una contradiccién.

Si K N ES # () para cualquier n € N, entonces la familia de conjuntos cerrados {K N ES},

Por lo tanto, K N E¢ = () para alguna n € N, asf que K C |J;_, G, para alguna n € N.

Asi que K es numerablemente compacto.
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Corolario 1. Un conjunto cerrado K C X es compacto si y sdlo si cualquier familia de
subconjuntos cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita tiene una interseccion
no vacia.

Corolario 2. Un conjunto cerrado K C X es numerablemente compacto si y solo si cualquier
familia numerable de subconjuntos cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita
tiene una interseccion no vacia.

Teorema 1. Un conjunto K C X es secuencialmente compacto si y sélo si es numerable-
mente compacto.

Demostracion

Supongamos que K es secuencialmente compacto y sea {F,},  familia de subconjuntos
cerrados de K con la propiedad de la interseccién finita.

Para cada n € N, definamos H,, = ﬂzzl Fy. y tomemos x,, € H,.
Obsérvese que, para cualquier j € N, x,, € F; para cualquier n > j.

Como K es secuencialmente compacto, existe una subsucesién convergente, (1, ).y, de

(xn)neN-

Sea x = limy_,o Tp, -

Sij € Ny k> j, entonces ny > j, asi que x,, € F;. Por lo tanto, z € [, Fj.
Asi que K es numerablemente compacto.

Inversamente, supongamos que K es numerablemente compacto y sea (xn)neN una sucesion
de elementos de K.

Para cada n € N, definamos C,, = {x,,, ;+1, .. .}. Entonces, la familia de conjuntos cerrados
{C’n}neN tiene la propiedad de la interseccién finita. Por lo tanto, ﬂ;’ozl C, # 0.

Sea z € (72, C,, entonces, para cada n € N, existe x,, € C,, tal que d (v, ) < % Podemos

. . . ., 1
definir entonces inductivamente una subsucesion (,, ),y de (25),,ey tal que d (2, ) < -
para cualquier k € N. Asf que (z,, ),y converge a .

Por lo tanto, K es secuencialmente compacto.

Proposicion 13. Sea K C X un conjunto secuencialmente compacto. Entonces, para cualquier
e > 0, existe un conjunto finito T C K tal que K C |, B- ().

Demostraciéon

Supongamos que para alguna € > 0 se tiene que K N (UxeT B. (w))c # () para cualquier
conjunto finito 7" C K. Sea z; € K arbitrario y definamos inductivamente una sucesién
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(#5),cn de elementos de K tal que 41 € ﬂ?zl B¢ (z;), es decir, d(x+1,2;) > € para
cualquier j € {1,...,k}. Se tiene entonces d(x,,x,,) > ¢ para cualesquiera n,m € N
distintas. Asi que no existe ninguna subsucesién convergente de (), .y, lo cual es una
contradiccién ya que K es secuencialmente compacto.

Corolario 3. Si K C X es un conjunto secuencialmente compacto, entonces es totalmente
acotado.

Corolario 4. Sea K C X un conjunto secuencialmente compacto. Entonces K contiene un
subconjunto denso numerable.

Demostracion

Para cada n € N, sea T;, un subconjunto finito de K tal que K C |J,.;, B1 (2). Definamos
T=Up T

Si x € K entonces, para cada n € N, existe x, € T,, C T C K tal que d (x,,x) < % Asi que
z €T, es decir, K =T.

Proposicién 14. Si A C X es totalmente acotado y H = {G, : v € I'} es una familia de
subconjuntos abiertos de X cuya union cubre A, entonces existe una coleccion numerable de
conjuntos Gy € H cuya union sigue cubriendo A.

Demostracion
Si A es vacio el resultado es trivial; asi que asumiremos que A # ().

Para cada n € N, sea B,, un subconjunto finito de X tal que la unién de las bolas cerradas
de centro cada uno de los puntos de B,, y radio % cubre Ay sea B = U2 B,.

Definamos:

M = {(n,y) :n €N,y € B, yexiste v € I' tal que B1 (y) CGW}

Como A C U,
bola B, (z) contenida en G.,. Tomemos n € N tal que 1 < Z.

G, dado z € A, existe v € I" tal que x € GG,. Siendo G, abierto, existe una

Como A C Uyep, B
tiene:

(y), existe y € B, tal que = € B (y). Entonces, si z € B1 (y), se

1 1
n n

d(z,2) <d(zy) +d(y0) < g+ =0 <7
Asi que z € B, (z); por lo tanto:

E% (y) C B, (z) C G,
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Hemos demostrado entonces que, dado = € A, existen n € Ny y € B, tales que (n,y) € M
y x € Bi(y).

En particular, lo anterior demuestra que el conjunto M es no vacio y, obviamente, es un
conjunto numerable.

Denotemos por (ry, s1), (12, $2), ... los elementos de M.

Para cada (1, s;) € M, tomemos un elemento v € T tal que B (s;) C G, y denotemos ese
Tk

elemento por 7.
Con esta notacion, podemos enunciar el resultado anterior de la siguiente manera:

Para cada = € A, existe un elemento (ry, s;,) tal que z € B (si,) C G, .
Tk

Por lo tanto, A C |J, G,,, lo cual demuestra el resultado

Corolario 5. Un conjunto K C X es secuencialmente compacto si y sélo si es compacto.

Demostraciéon

Si K es compacto, entonces es numerablemente compacto, asi que, por el teorema 1, es
secuencialmente compacto.

Inversamente, si K es secuencialmente compacto, entonces, por el teorema 1, es numerable-
mente compacto. Ademads, por el corolario 3, también es totalmente acotado, asi que, por la
proposicién 14, si H = {G,, : v € I'} es una familia de subconjuntos abiertos de X cuya unién
cubre A, entonces existe un conjunto numerable ¥ C I tal que K C U«/eqf G,. Por lo tanto,
siendo K numerablemente compacto, existe un conjunto finito " C ¥ tal que K C UVGT Gp.
Lo cual demuestra que K es compacto.

Corolario 6. 5i K es un subconjunto de X, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) K es compacto.
i1) K es numerablemente compacto.

iii) K es secuencialmente compacto.

3. CARACTERIZACION DE LOS CONJUNTOS COMPACTOS

Definicién 10. Diremos que A C X es relativamente compacto si A es compacto.

Por la proposicién 6, el corolario 5 y el corolario 3, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 15. §i K C X es un conjunto compacto, entonces es cerrado y totalmente
acotado.



16

Proposicién 16. Un conjunto B C X es totalmente acotado si y sdlo si para toda sucesion
(71),,en de elementos de B contiene una subsucesion de Cauchy.

Demostracion
Supongamos que B es totalmente acotado y sea (yy),,cy Una sucesién de elementos de 5.

Tomemos un conjunto finito 7y C X tal que K C |J,q, B1(z). Siendo Ty finito, por lo
menos una de las bolas By (x), con = € T}, contiene una infinidad de elementos de la sucesién
(Yn)pen- Sea By (v1) una de esas bolas.

Tomemos ahora un conjunto finito 75 C X tal que K C |J,op, B 1 (x). Siendo T5 finito, por lo
menos una de las bolas By (x), con x € Ty, es tal que By (z1)N By (x) contiene una infinidad
de elementos de la sucesién (y,),, oy Sea B 1 (2) una de esas bolas.

Mediante ese proceso podemos definir inductivamente una sucesién de bolas {B; (xn)}
n neN

tales que, para cualquier n € N, el conjunto (),_, B 1 (xy) contiene una infinidad de elementos

de la sucesion (yn),,cn-

Tomemos y,, € By (v1) y definamos inductivamente una subsucesion (yy, ),y tal que, para

cualquier k£ € N, y,, € ﬂ;?:l B (x;). Se tiene entonces d (yy,,z;) < % para cualquier j €
J

{1,...,k}; asi que, fijando j € N, se tiene d (y,,, ;) < % para cualquier k > j.

Por lo tanto, fijando j € N, se tiene d (Y, Yn,) < % para cualesquiera k,m > j. Asi que la
sucesion (yn, ),y € de Cauchy.

Supongamos ahora que B no es totalmente acotado. Entonces, existe € > 0 tal que K N
(UxeT B. (x))C # () para cualquier conjunto finito T C X (en particular, para cualquier
conjunto finito 7" C K). Sea x; € K arbitrario y definamos inductivamente una sucesién
(25),cn de elementos de K tal que 41 € ﬂ?zl B¢ (z;), es decir, d(xp+1,2;) > € para
cualquier j € {1,...,k}. Se tiene entonces d(x,,x,,) > ¢ para cualesquiera n,m € N
distintas. Asf que no existe ninguna subsucesién de (z,), .y que sea de Cauchy.

]

Proposicion 17. Un conjunto B C X es relativamente compacto si y sélo si para toda
sucesion (Ty),cy de elementos de B existe una subsucesion convergente.

Demostracion

Si B es relativamente compacto, entonces B es secuencialmente compacto, asi que toda
sucesion (yn),,cy de elementos de B contiene una subsucesién convergente (a algtin punto de

B).

Inversamente, supongamos que para toda sucesion (x,),.y de elementos de B existe una

subsucesion convergente y sea (y),,cy Una sucesion de elementos de B.
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Para cada n € N, sea 2, € B tal que d (y,, z,) < % Tal z, existe pues si y, € B podemos
tomar z, =y, y si y, ¢ B entonces y, es punto de acumulacién de B.

Sea ahora (2,,),cy una subsucesion convergente de (z,),cy ¥ 2 = liMjco 2, . Entonces,
como:

d(ynk7z) S d(ynkaznk) + d(an,Z) < d(an,Z) + n_lk
se tiene 2 = My 00 Yn,, -
Ademds, como B es cerrado, z € B.

Por lo tanto, para toda sucesién (y,) de elementos de B existe una subsucesiéon con-

o neN
vergente a algin elemento de B. Es decir, B es secuencialmente compacto y, por lo tanto,

compacto.
]

Corolario 7. 57 X es completo, entonces un conjunto K C X es relativamente compacto si
y solo si es totalmente acotado.

Demostraciéon

Supongamos que K es relativamente compacto y tomemos una sucesion (a:n)neN cualquiera
de elementos de K'; entonces, por la proposicién 17, existe una subsucesién de (x,,),, .y que
es convergente y, por lo tanto, de Cauchy; asi que por la proposicién 16, K es totalmente
acotado.

Inversamente, supongamos que K es totalmente acotado y tomemos una sucesién (xn)neN
cualquiera de elementos de K ; entonces, por la proposicién [?], existe uyna subsucesién de
(#5),,en que es de Cauchy. Siendo X completo, esa subsucesion es convergente; asi que, por
la proposicién 17, K es relativamente compacto.

Corolario 8. Si X es completo, entonces cualquier conjunto K C X cerrado y totalmente
acotado, es compacto.

Demostraciéon

Si K C X es un conjunto cerrado y totalmente acotado, entonces, por el corolario 7, es
relativamente compacto; asi que K = K es compacto.

Por la proposicion 15 y el corolario 8 se tiene entonces el siguiente resultado:

Teorema 2. Si X es completo, un conjunto K C X es compacto si y sdlo si es cerrado y
totalmente acotado.
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Si X no es completo, es posible que haya subconjuntos cerrrados y totalmente acotados
que no sean compactos. Por ejemplo, tomemos X = Q con la distancia usual entre nimeros
reales; entonces el conjunto A = {z € Q: 2 < 2 < 3} es cerrado y totalmente acotado, pero
no compacto.

Definicién 11. Definimos el diametro diam (A), de un conjunto A C X, de la siguiente
manera:

diam (A) = sup{d (z,y) : x,y € A}

Teorema 3. X es completo si y sélo si, para cualquier sucesion {F,}, . de subconjuntos
cerrados no vacios tales que F,, D F, 1 para cualquier n € N y lim,,..o, diam (F,) = 0, se
tiene (o, F, # 0.

Demostracion

Supongamos que X es completo y sea {F),}, . una sucesién de subconjuntos cerrados no
vacios tales que F,, D F), ;1 para cualquier n € N y lim,,...diam(F,,) = 0.

Para cada n € N, tomemos z,, € F},. Entonces, fijando, j € N, se tiene z,, € F}; para cualquier
n>j.

Dada ¢ > 0, sea N € N tal que diam (Fi) < e. Entonces, d (2, z,,) < diam (Fy) < € para
cualesquiera n, m € N tales que n,m > N.

Por lo tanto, la sucesién (z,),,.y es de Cauchy, asi que converge a algiin punto r € X.

Finalmente, como para cualquier j € N, se tiene z,, € F} para cualquier n > j, entonces
, . . , 0o
x = lim,..o0 ©,, € F; para cualquier j € N, asf que x € (),_; F,.

Inversamente, supongamos que ()~ ; F,, # () para cualquier sucesién {F,}, . de subconjun-
tos cerrados no vacios tales que F,, D F), ;1 para cualquier n € Ny lim,,., diam (F,) = 0.

Dada una sucesién de Cauchy (z,,), .y, definamos, para cada n € N, C,, = {2y, Tnq1,. ..}
Entonces, la familia de conjuntos cerrados {C_n}neN es tal que C, D C,,, para cualquier
n € Ny lim,,..o diam (C’_n) = 0. Por lo tanto, (N°—, C,, # 0.

Sea x € (), C,, entonces lim, ..o d (z,,2) < lim, ... diam (C’_n) = 0. Por lo tanto, la
sucesion (), .y converge a .

4. COMPACIDAD EN ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

Definicién 12. Sea X un espacio vectorial sobre R. Diremos que una funcion x — ||z||,
definida sobre X y con valores en R, es una norma si satisface las siguientes propiedades:

||| > 0 para cualquier z € X.
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|z|| = 0 siy sélosiz=0.
az|| = |a| ||z|| para cualesquiera o = F' y z € X.
y

|z + y|| < ||z|| + ||y|| para cualesquiera z,y € X.

Definicién 13. Si X es un espacio vectorial en donde estd definida una norma, diremos
que X es un espacio vectorial normado.

Definicién 14. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre F y B = {xy,...,x,}
una base de X. Six =), apwy, definimos |||y p = max {[ax| : k € {1,...,n}},

Se prueba inmediatamente que la funcién z — ||z||, ; es una norma sobre X.

Definicién 15. La norma ||z||, 5 serd llamada la norma del mdzimo en la base B.

Ademss si ||| es cualquier otra norma definida sobre X y x = >"}'_; a)x, entonces:

el = 122k cnnll < D5y lawl el < llwllo g Doy 2l

Proposicién 18. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre F y B = {xy,...,x,}
una base de X . Entonces X es completo con respecto a la norma ||z, 5-

Demostraciéon

)

Sea (Ym)men Una sucesion de Cauchy con respecto a |||y g- Si ym = D54 a,({m x), entonces,

como ’a,(j) — ag)

< |lyi — yjll,  Para cualesquiera i,j € N, la sucesién (a,gm)) es de
) meN

Cauchy para cualquier £ € {1,...,n}. Sea a; = limy..c a,gm), para k € {1,...,n}, y

definamos y = Y, _, .

Dada ¢ > 0, sea N tal que |ly; — y||, 5 < € para cualesquiera 7, j € N mayores o iguales a

(4) )

N. Entonces, también se tiene ‘ak — a,(j < ¢ para cualesquiera 2, 7 € N mayores o iguales

a N y cualquier k € {1,...,n}. Fijando i > N, se tiene, para cualquier k € {1,...,n}:

)a,(j) — ak’ = lim;..» )04,(;) — Cz,(cj) <e¢

Por lo tanto:
lyi = Yllo.s = méx{‘oz,(j) — ozk‘ ke {1,...,n}} <e

Asi que la sucesién (y,,),,cy converge a y.
]

Proposicién 19. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre F, B = {xy, ..., x,}
una base de X y ||| una norma definida sobre X. Entonces existe una constante positiva c
tal que ||z|| > c||z||, g para cualquier x € X.
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Demostracion
La demostracién se hara por induccién sobre la dimensién de X.

Supongamos que el resultado es valido para cualquier espacio vectorial de dimensién k,
cualquier base de ese espacio y cualquier norma definida sobre él.

Sea ahora Y un espacio vectorial de dimensién k& + 1, By = {y1,...,yx+1} una base de Y y
|||l una norma definida sobre Y.

Tomemos cualquier y; € By y sea M el subespacio vectorial generado por A = By — {y;}.

Por la hipétesis de induccién, sabemos que existe una constante positiva c;; tal que ||y|| >
e ||yllo 4 para cualquier y € M.

Sea (zm),,cy una sucesion de Cauchy, en M, con respecto a la norma ||||. Entonces, como
yllga < $ |y|| para cualquier y € M, (zm),,cy €5 también una sucesién de Cauchy con
respecto a la norma ||[[, 4. Sea 2z el limite de la sucesién con respecto a |||, 4. Entonces,

k+1 : o
como ||z, — 2| < [lzm — 2|lg 4 (Zj:1 Nyl — ||y1||> para cualquier m € N, (zp,),,y también
converge a z con respecto a la norma ||||. Asi que M es completo y, por lo tanto, es un
subconjunto cerrado de X.

Como los vectores v, ..., yr+1 son linealmente independientes, y; € M€. Asf que existe una

bola abierta de radio §; > 0 y centro y;, completamente contenida en M¢. Por tanto,
|y — yi|| > d; para cualquier y € M.

Tomemos y = Zfill a;y; €Y.

Si a; # 0, entonces 1; — Zfill z—:yj € M, asf que HZ?;I 22y;|| = d;. Por lo tanto:
k1
Iyl = || aws| = ol

Obviamente también se tiene ||y|| > |a;|d; cuando «; = 0.

Definamos ¢y = min{d; : i € {1,...,k + 1}}. Entonces ¢y > 0y se tiene ||y|| > |a;| cy para
cualquier i € {1,...,k+ 1}. Asf que:

lyll = ey méx {lai| - {24 € {1,.... b+ 1}}} = ey [|yllo s,
]
Corolario 9. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre F y |||, v |||, dos normas

definidas sobre X. Entonces existen dos constantes positivas a y b tales que a ||z, < |z|, <
bllz|l, para cualquier x € X.

Corolario 10. Sea X wun espacio vectorial de dimension finita sobre F. Entonces X es
completo con respecto a cualquier norma definida sobre él.
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Corolario 11. Sea X un espacio vectorial normado. Entonces cualquier subespacio de X de
dimension finita es cerrado.

Demostracion

Todo subespacio vectorial de dimensién finita es completo. Por lo tanto, es un subconjunto
cerrado de X.

Proposiciéon 20. Sea X un espacio vectorial normado de dimension finita. Entonces todo
subconjunto de X, cerrado y acotado, es secuencialmente compacto.

Demostracion

Sea B = {x1,..., %y} una base de X y a,b dos constantes positivas tales que ||z|[, 5 < a ||zl
y [|z]| < bl[z[y p para cualquier z € X, en donde ||| es la norma en X.

Sea K C X un conjunto cerrado y acotado, M tal que ||z|| < M para cualquier x € Ky
(Un)pey Una sucesion de elementos en K.

Si, para cadan € N, y, = > " | ax;, entonces:
méax {[an| - 2 € {1,...,n}} = |lynllg 5 < allyall < add.

Asf que, para cada i € {1,...,n}, la sucesién (), oy estd acotada.

Sean [« @) una subsucesion convergente de (1), s | @ una subsucesién con-
1) keN ne€N? \"'n "2 ) ken

vergente de <an(1>2> , -... Obtenemos de esta forma una subsucesion (yn, ),cy d€ (Yn),en
k 2/ keN

tal que, para cualquier i € {1,...,n}, la sucesién (ay,;),.y €s convergente.

Para i € {1,...,n}, sea a; = limy.. o @, y definamos y = > " oyx;. Entonces:

Mmoo Yy, — Yl < Mo |9y, — Yllo 5

= blimy.. oo méx {|avn,; —ay| i€ {1,...,n}} =0
Por lo tanto, la subsucesién (yy, ),y €s convergente.
Ademss, como K es cerrado, y € K.

K es entonces secuencialmente compacto y, por lo tanto, compacto.
u
Lema 1. Sea X un espacio vectorial normado, M un subespacio vectorial cerrado, contenido

propiamente en X, y € € (0,1) arbitraria. Entonces existe un vector x. € X de norma 1 y
tal que ||z. — z|| > 1 — € para cualquier z € M.
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Demostracién

Sea y € X — M y definamos:
d=mf{|ly—z|:ze M}

d es positiva pues si d fuera igual a cero entonces existirfa una sucesién de elementos de M
que converge a y, asi que, como M es cerrado, se tendria y € M.

Ahora bien, como d < 1&, existe z € M tal que d < [ly — z[| < 1.

Definamos x. = p#=;. Entonces |lze|]] = 1y, si z € M, se tiene:
o = all = || =% — 2| = ey = 2) = lly = 2l 2l
=y = Gty — Al > e > 1

Proposicion 21. Sea X un espacio vectorial normado de dimension infinita. Entonces la
bola cerrada de radio 1 y centro O no es un conjunto secuencialmente compacto.

Demostracion

Sea x; € X un vector arbitrario de norma 1. Utilizando el lema 1, podemos definir induc-
tivamente una sucesién de vectores z, € X tales que, para cualquier n € N, ||z,|| =1y
|y — @n41]| > 3 para cualquier y en el espacio vectorial generado por {z1,...,z,}, el cual es
cerrado por ser de dimension finita. En particular, se tiene ||z, — z,,| > 3 para cualesquiera
n,m € N distintos.

Supongamos que existe una subsucesién (2, ),y convergente. Tal sucesion serfa de Cauchy,

) e 1
asi que ‘eX1st11."1a N tal que ||;Un] — T, H <3
cual es imposible.

para cualesquiera j, k € N mayores que N, lo

Por lo tanto, la bola cerrada de radio 1 y centro 0 no es un conjunto secuencialmente com-
pacto. Asi que no es compacto.

Corolario 12. Sea X un espacio vectorial normado. Entonces X tiene dimension finita si y
sdlo si todo subconjunto de X, cerrado y acotado, es secuencialmente compacto (compacto).



